Ministerul Educatiei si Cercetarii

Olimpiada Nationala de Matematica 2007
Etapa judeteana si a Municipiului Bucuresti
3 martie 2007
CLASA A VIII-A

Subiectul 1. Se considera numerele reale strict pozitive z,y, z cu pro-
prietatea ci ry = 2=t = ZTH Sa se arate ca unul dintre numere este media
aritmetica a celorlalte doua.

Solutie si barem de corectare.

Avem z =y’ +ox—1siz=2xy—1...................ooi... 2 puncte

Rezulta x(y? =2y + 1) =xz(y —1)>* =0, de unde y = 1, caci z # 0. .. .. 3
puncte

uncl xy = %= devine x = adica z este media aritmetica a nu-
At 2l q 2 ad te media aritmet

INETEIOT Y S1 2.t vttt e 2
puncte

Subiectul 2. Se considera un dreptunghi ABC'D cu AB = 2 si BC =
V3. Punctul M apartine laturii AD astfel ca MD = 2- AM si punctul N
este mijlocul segmentului AB. Pe planul dreptunghiului se ridica perpendi-
culara M P astfel incat masura unghiului planelor (M PC') si (N PC') sa fie de
45°. Consideram punctul ) pe segmentul M P astfel incat masura unghiului
planelor (M PC) si (QNC') sa fie de 60°.

a) Sa se arate ca dreptele DN si C'M sunt perpendiculare.

b) Sa se arate ca punctul @) este mijlocul segmentului M P.

Solutie si barem de corectare.

a) Deoarece AN = 1 i DM = sz/§ obtinem % = % = % deci
IMCD = ZADN gide aici DNLICM............................ 2 puncte

b) Conform punctului anterior, dreapta DN este perpendiculara pe planul
(PMC); fie T € CM N DN si fie R, S proiectiile lui T pe CQ, respectiv

PC'. Conform teoremei celor trei perpendiculare rezulta ca ZT'RN = 60° si

LTSN = A5 2 puncte
Prin calcul gisim CT = /3, RC = % si MC = %. Urmeaza TN =1,
de unde obtinem TR = % SITS =1, . 1 punct

Din asemanarile ACRT ~ ACQM si ACTS ~ ACMP rezulta QM =

%z@@iMPz%z#,deciM@zQP ............... 2 puncte



Subiectul 3. Opt numere naturale consecutive se impart in doua multimi
disjuncte cu cate 4 elemente. Sa se arate ca daca suma patratelor elementelor
din prima multime este egala cu suma patratelor elementelor din a doua
multime atunci suma elementelor primei multimi este egala cu suma ele-
mentelor celei de-a doua.

Solutie si barem de corectare.

Fie a,a + 1,a + 2,...,a + 7 cele 8 numere. Suma patratelor acestora
este 8a? + 56a + 140, prin urmare suma patratelor elementelor din cele doua
multimi este 4a +28a + 70, ......oo i 1 punct

Fie X multimea ce contine elementul a+ 7 si fie a+1,a+ 7, a+ k celelalte
trei elemente ale sale. Atunci 3a + 2a(i+ j + k) + 1% + j% + k* = 4a* + 28a +
70 — (a+7)% = 3a® + 14a + 21, deci 2a(i + j + k — 7) = 21 — (42 + 52 + k?).

................................................................ 1 punct
Sa observam ca problema revine la a aratacat+j+k=7..... 1 punct
Sa presupunem ca i+ j+k > 8. Atunci i? + 5% + k% > M > 6—; > 21,
deci membrul drept al ultimei egalitati este negativ, fals........... 2 puncte

Sa presupunem ci i+ j+k < 6. Cum 21— (i?+52+k?) este par, >+ j2+ k>
este impar si deci 7+ j + k este impar. Deducem ca 7, 7, k sunt 0,1,2 sau 0,1,4
sau 0,2,3; in toate cazurile 21 — (2 + 72 + k*) > 0 > 2a(i +j + k — 7),
contradictie. .. ... 2 puncte

Subiectul 4. Punctele unui cerc se coloreaza cu verde sau galben astfel
incat orice triunghi echilateral inscris in cerc sa aiba exact doua varfuri co-

lorate in galben. Sa se arate ca exista un patrat inscris in cerc care are cel
putin trei varfuri colorate in galben.

Solutie si barem de corectare. Fie A; A, ... A5 un dodecagon regulat

TNSCTIS TT CETC. + v v ettt et e e e e e e e e e 2 puncte
Triunghiurile A1A5A9, AQAGAH], A3A7A11 §1 A4A8A12 sunt echilaterale,
deci 8 varfuri din cele 12 sunt colorate in galben................... 2 puncte

Consideram pétratele A1A4A7A10, A2A5A8A11 §1 A3A6A9A12. Din pI'iIl—
cipiul cutiei rezulta ca unul din cele 3 patrate are cel putin 3 varfuri colorate
ngalben.. ... 3 puncte



